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» Los qubits son vectores
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Premisa

» Los qubits son vectores
» En A-célculo no hay distincién entre datos y programas

» Si los datos pueden estar en superposicion. . .
jlos programas en A-calculo también!
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Historia
Pablo Arrighi y Gilles Dowek

International Conference on Rewriting Techniques and Applications, 2008
“Lambda célculo algebraico-lineal”

» Espacio vectorial de términos

» Operaciones de espacios vectoriales en el sistema de reescritura
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Historia
Pablo Arrighi y Gilles Dowek

International Conference on Rewriting Techniques and Applications, 2008
“Lambda célculo algebraico-lineal”

» Espacio vectorial de términos

» Operaciones de espacios vectoriales en el sistema de reescritura

Lionel Vaux
Mathematical Structures in Computer Science, 19(5) 1029-1059, 2009
“Lambda célculo algebraico”

» Simplificacién del lambda célculo diferencial

» jCasi la misma idea! Con dos diferencias:

> Estrategia call-by-name (el otro es call-by-value)
» Espacios vectoriales — igualdades (no reescritura)
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Historia
Pablo Arrighi y Gilles Dowek

International Conference on Rewriting Techniques and Applications, 2008
“Lambda célculo algebraico-lineal”
» Espacio vectorial de términos

» Operaciones de espacios vectoriales en el sistema de reescritura

Lionel Vaux
Mathematical Structures in Computer Science, 19(5) 1029-1059, 2009
“Lambda célculo algebraico”

» Simplificacién del lambda célculo diferencial

» jCasi la misma idea! Con dos diferencias:

> Estrategia call-by-name (el otro es call-by-value)
» Espacios vectoriales — igualdades (no reescritura)

Ali Assaf, Alejandro Diaz-Caro, Simon Perdrix, Christine Tasson,
Benoit Valiron

Logical Methods in Computer Science, 10(4:8), 2014

“Son lo mismo” (es decir: se pueden simular uno al otro)
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Lambda Calculo Algebraico Lineal

(“Lineal” para los amigos)

Sintaxis
tr = x | At | tr
at | t+r | O
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Lambda Calculo Algebraico Lineal

(“Lineal” para los amigos)
Sintaxis
tr o= x | At | tr
at | t+r | O

Beta reduction:
(Axt)v — tlv/x]

Reducciones “algebraicas”:
at+pt — (a+p)t,
aft = (axp).t,
t) (n+r) — (t)rn+(t)r,
(tr+t)r — (t)r+(t2)r,

version orientada de los axiomas de
espacios vectoriales
(més en el préximo slide)
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Lambda Calculo Algebraico Lineal

(“Lineal” para los amigos)

Sintaxis
tr o= x | At | tr
at | t+r | O

Beta reduction:
(Axt)v — tlv/x]

Reducciones “algebraicas”:
at+pt — (a+p)t, Espacio vectorial de “valores”
aft = (axp)t, B={t;:t; var. o abs. }
) (ri+r) — ()ri+ () ry _
(tt+t)r — (t1) r+ () r, Conjunto de valores ::= Gen(B5)

version orientada de los axiomas de
espacios vectoriales
(més en el préximo slide)
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Lineal

Todas sus reglas de reescritura

w ald — 0 0O+t — t

g a.(Bt) — (axp)t ot — 0

I 1t — t a(t+r) — at+or
L at+pt — (a+ph)t

g at+t — (a+1)t

S t+t — (1+1)t

< (t+r)s—ts+rs t(r+s)—>tr+ts
g (at) r = a.(tr) tar— a(tr)
S 0t—0 t0—0

m

g (Ax.t) v — t[v/x]

o

Alejandro Diaz-Caro
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El problema de la confluencia

Yy = (Ax.(b + x x))(Ax.(b + x x))
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El problema de la confluencia

Yy = (Ax.(b + x x))(Ax.(b + x x))
i Yb — Yb ?

EN EL PIZARRON
» Desarrollo de este ejemplo
» Posibles soluciones:
> Tipos
» Restricciones en reescritura
» Restricciones en escalares
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Ejemplo de programa en Lineal
Dos vectores de base:

true = Ax.\y.x
false = Ax.\y.y
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Ejemplo de programa en Lineal

Alejandro Diaz-Caro

Dos vectores de base:
true = Ax.\y.x
false = Ax.\y.y

Operador cuantico U tal que

U true = a.true + b.false
U false = c.true + d.false
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Ejemplo de programa en Lineal
Dos vectores de base:

true = Ax.\y.x
false = Ax.\y.y

Operador cuantico U tal que

U true = a.true + b.false
U false = c.true + d.false

U := Mx.x (a.true + b.false) (c.true + d.false)
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Ejemplo de programa en Lineal
Dos vectores de base:

true = Ax.\y.x
false = Ax.\y.y

Operador cuantico U tal que

U true = a.true + b.false
U false = c.true + d.false

U := Mx.x (a.true + b.false) (c.true + d.false)

Muy lindo. . . pero asi no funciona (EN EL PIZARRON EL PORQUE)
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Ejemplo de programa en Lineal
Dos vectores de base:

true = Ax.\y.x
false = Ax.\y.y
Operador cuantico U tal que

U true = a.true + b.false
U false = c.true + d.false

U := Mx.x (a.true + b.false) (c.true + d.false)

Muy lindo. . . pero asi no funciona (EN EL PIZARRON EL PORQUE)

U := Mx.{x [a.true + b.false] [c.true + d.false]}

{ [t] = Ax.t
con (t) =t x
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Historia (continuacién)

Pablo Arrighi y Alejandro Diaz-Caro
Logical Methods in Computer Science, 8(1:11), 2012
“Scalar”

» Primer sistema de tipos para Lineal
» Tiene en cuenta las amplitudes en los tipos

Alejandro Diaz-Caro y Barbara Petit
Logic, Language, Information and Computation, LNCS 7456 216-231, 2012
“Additive”

» Sistema de tipos que considera las superposiciones

Alejandro Diaz-Caro

Tesis doctoral, Grenoble, 2011

(con Pablo Arrighi y Benoit Valiron, enviado para publicacién en 2013)
“Lambda Calculo Vectorial”

» Lineal, tipado

» Los tipos forman también un espacio vectorial
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Hoja de ruta

System F
Scalar Additive
a.A A+ B
Vectorial
a.A+ 3.B
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Hoja de ruta

System F
Scalar Additive
a.A A+ B
Vectorial
a.A+ B.B
Alejandro Diaz-Caro Fund de | jes de prog; ién cuéntica - RIO'15 9/21




El sistema de tipos escalar

Un sistema de tipos que tiene en cuenta los escalares

r-t: A N-t:aA MN-r:p5.A
M-at:aA FEt+r:(a+9).A
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El sistema de tipos escalar

Un sistema de tipos que tiene en cuenta los escalares

r-t: A N-t:a.A MN-r:5.A
MN-at:aA Nrt+r:(a+p5).A

Cuenta la “cantidad” de términos — restricciones baricéntricas

(Qai=1)
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El sistema de tipos escalar

Un sistema de tipos que tiene en cuenta los escalares

FFt: A N-t:a.A MN-r:p5.A
MN-at:aA Nrt+r:(a+p5).A

Cuenta la “cantidad” de términos — restricciones baricéntricas

(Qai=1)

1 1 3
f=Ax.(x [5.(true + false)] [Z.true + Z.false]) : Bool = Bool
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El sistema de tipos escalar

Un sistema de tipos que tiene en cuenta los escalares

FFt: A N-t:a.A MN-r:p5.A
MN-at:aA Nrt+r:(a+p5).A

Cuenta la “cantidad” de términos — restricciones baricéntricas

Cai=1)
1 1 3
f=Ax.(x [5.(true + false)] [Z.true + Z.false]) : Bool = Bool

1 .3 5
f (5.(true + false)) — §.true + é.false
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El sistema de tipos escalar

Un sistema de tipos que tiene en cuenta los escalares

FFt: A N-t:a.A MN-r:p5.A
MN-at:aA Nrt+r:(a+p5).A

Cuenta la “cantidad” de términos — restricciones baricéntricas

Cai=1)
1 1 3
f=Ax.(x [5.(true + false)] [Z.true + Z.false]) : Bool = Bool

1 .3 5
f (5.(true + false)) — §.true + é.false

MFt:a(A=B) Thr:jA
N-tr:(axp).B
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Hoja de ruta

System F

SN

Scalar Additive

~

Vectorial
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El sistema de tipos aditivo

Un sistema de tipos que tiene en cuenta las superposiciones (sin escalares)

N-t: A N-r:B » Sumas ~ Pares asociativos y conmutativos

TEt+r:A+B » Aplicaciéon distributiva con respecto a la suma

n
a
o
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El sistema de tipos aditivo

Un sistema de tipos que tiene en cuenta las superposiciones (sin escalares)

N-t: A N-r:B » Sumas ~ Pares asociativos y conmutativos

rM-t+r:A+B > Aplicacién distributiva con respecto a la suma
Buscando una regla de tipado para =
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El sistema de tipos aditivo

Un sistema de tipos que tiene en cuenta las superposiciones (sin escalares)

N-t: A N-r:B » Sumas ~ Pares asociativos y conmutativos

rM-t+r:A+B > Aplicacién distributiva con respecto a la suma
Buscando una regla de tipado para =

Tt VX (A=B) Thr+r:AG/X]+AG/X]
[ Et(r + 1) B[C/X] + B[Gy/X]

Alejandro Diaz-Caro Fundamentos de lenguajes de programacién cuéantica - RIO'15 12 /21



El sistema de tipos aditivo

Un sistema de tipos que tiene en cuenta las superposiciones (sin escalares)

N-t: A N-r:B » Sumas ~ Pares asociativos y conmutativos

rM-t+r:A+B > Aplicacién distributiva con respecto a la suma
Buscando una regla de tipado para =

THE:VX(A=B) Thr+r:AG/X]+AG/X]
[ Ft(r + 1) : B[CL/X] + B[Co/X]
THt4+r:VX. (A= B)+VY.(C=D) TFs:AE/X]=C[F/Y]
[+ (t+r)s: BE/X]+ D[F/Y]
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El sistema de tipos aditivo

Un sistema de tipos que tiene en cuenta las superposiciones (sin escalares)

N-t: A N-r:B » Sumas ~ Pares asociativos y conmutativos

rM-t+r:A+B > Aplicacién distributiva con respecto a la suma
Buscando una regla de tipado para =

THE:VX(A=B) Thr+r:AG/X]+AG/X]
[ Ft(r + 1) : B[CL/X] + B[Co/X]
THt4+r:VX. (A= B)+VY.(C=D) TFs:AE/X]=C[F/Y]
[+ (t+r)s: BE/X]+ D[F/Y]

Juntando todo
NrFt4+r:vX. (A= B)+VX.(A= () MEsy+so: A[D/X]+ A[E/X]
M (t+r)(s1+s2): B[D/X]+ C[E/X]
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El sistema de tipos aditivo

La regla =¢
Generalizando. . .

M-ty VX(A=B) Trr:> AG/X]
i=1 j=1

rFtr:iiBi[éj/)?]

i=1 j=1
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El sistema de tipos aditivo

La regla =¢
Generalizando. . .

r-t:) VX.(A= B)

i=1

Mr ) AIG/X]
j=1

rFtr:iiBi[éj/)?]

Ejemplo
T = Ax.Ay.x
T=VXVY X=Y=X

i=1 j=1

F=MAyy
F=VXVY X=Y=Y

Alejandro Diaz-Caro
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El sistema de tipos aditivo

La regla =¢
Generalizando. . .

F-t:) VX.(A=B) Tkr:) AG/X]
i=1 j=1

rFtr:iiBi[éj/)?]

i=1 j=1
Ejemplo
T = Ax.Ay.x F=MAyy
T=VXVY X=Y=X F=VXVY X=Y=Y

FAxx + Ay T:VX.(X = X) +VY.(Y = T) FT+F:T+F
FOxx+Ay.T(T+F):T4+F+T+T
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El sistema de tipos aditivo

La regla =¢
Generalizando. . .

F-t:) VX.(A=B) Tkr:) AG/X]
i=1 j=1

rl—tr:iiBi[éj/)_{]

i=1 j=1
Ejemplo
T = Ax.Ay.x F=MAyy
T=VXVY X=Y=X F=VXVY X=Y=Y

FAxx + Ay T:VX.(X = X) +VY.(Y = T) FT+F:T+F
FOxx+Ay.T(T+F):T4+F+T+T

(Axx + Ay.T)(T+F) =" (Ax.x)T + (Ax.x)F + (Ay.T)T + (\y.T)F
N N N N———
X[T/X] X[F/X] T[T/ Y] T[F/ Y]
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Hoja de ruta

System F
Scalar Additive
a.A A+ B
Vectorial
a.A+ B.B
Alejandro Diaz-Caro Fund de | jes de prog; ién cuéntica - RIO'15 14 /21




El calculo vectorial

Tipos:
T,RS=U|T+R|aT
ABC=X|A=T|VXA

(A, B, C son los tipos de base)

Equivalencias entre tipos:

1.T = T
a.(8.T) = (axp).T
aT+aR = a(T+R)
a.T+BT = (a+8).T
TH+R = R+4T
T+(R+S) = (T+R)+S

(axiomas de los espacios vectoriales)
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Reglas de tipado

Fret: T FM=t: T
ax 0

. . I
Fx:AbEx:A FFo0:0.T MMFat:aT

S/

m

n
Met: Z aVX(A=T)) TFr: ZJBJ.A[EJ-/X]

i=1 j=1
n m

Fr-tr: ZZU[,‘ X BJT,[EJ/)?]
=1 j=1

Mx:AFt: T Mt: T 'Er:R
— = +
FrNEXxt:A=T Fr’Et+r: TH+R

=E

n n
ru:za,.A, X ¢ FV(T) rH:Za,-.vx.A,
i=1 V/ i=1 VE

n n
MEt: Z i VXA MEt: Z i Ai[B/X]
i=1 i=1

Alejandro Diaz-Caro 6n cuantica - RIO'15
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Expresando matrices y vectores

En dos dimensiones

U= Ax.{x [a.T+ b.F] [c.T + d.F|}
H=Ucona=b=c=1Yv2ayd=-1v2
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Expresando matrices y vectores

En dos dimensiones

U= Ax.{x [a.T+ b.F] [c.T + d.F|}
H=Ucona=b=c=1Yv2ayd=-1v2

FUVX((I=((aT+bF)=U=(cT+dF)=I=X)=X
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Expresando matrices y vectores

Con n dimensiones

2 dimensiones

Gen{\x.\y.x, \x.\y.y}
—— N——

T F
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Expresando matrices y vectores

Con n dimensiones

2 dimensiones

Gen{\x.\y.x, \x.\y.y}
—— N——

T F

n dimensiones

Gen{Axy - Axp.xi,i =1, , n}
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Expresando matrices y vectores

Con n dimensiones

2 dimensiones

Gen{\x.\y.x, \x.\y.y}
—— N——

T F

\ n dimensiones ‘

Gen{Axy - Axp.xi,i =1, , n}

‘ 2 dimensiones ‘

Fa XAy x+B8.AxAyy :a. VXY X=Y = X4+ VXY X=Y =Y
T F
T F
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Expresando matrices y vectores

Con n dimensiones

2 dimensiones

Gen{\x.\y.x, \x.\y.y}
—— N——

T F

\ n dimensiones ‘

Gen{Axy - Axp.xi,i =1, , n}

‘ 2 dimensiones ‘

Fadx Ay x+B8.AxAy.y : a. VXY X =Y = X4+ YXY X=Y =Y
T F
T F

‘ n dimensiones ‘

= Z QXL -+ AXn X Z XY X (X = = Xy = X))
i=1 i=1
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Expresando vectores y matrices

Haciendo que se parezcan mas a vectores y matrices

e?:)\Xl-”)\X,,.X; Ef’:VX1VX,,(X1:>:>X,,:>X,)
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Expresando vectores y matrices

Haciendo que se parezcan mas a vectores y matrices

n n
€; = AX1 - AXp.X; E,- —VX1VX,,(X1:>:>X,,:>X,)
n
o term o1 - €
1 —+ n
= | | = Saen
i=1
Ap n + n
an - e
n
a type ay - El
1 -+ n
| | =SaE
i=1
Qp n + n
o - E]
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Expresando vectores y matrices

Haciendo que se parezcan mas a vectores y matrices

a1 A1m
U= ,
Qp1 Qpm
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Expresando vectores y matrices

Haciendo que se parezcan mas a vectores y matrices

[[U]] term _

nxXm

I =

nxXm

Alejandro Diaz-Caro

vX.

a11 Q1m
U= : ,
Qp1 o Qpm
11 -ei’
+
(X) e
+
Qpt - eﬂ
o171 - ET A1m El
+ -
+ +
Qp1 EZ Opm - EZ

Fundamentos de lenguajes de programacién cuéantica - RIO'15
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n
Onm * €,

= [X]

= X,
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Expresando vectores y matrices

El producto tensorial — juna expresiéon lambda!

EN EL PIZARRON
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